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Metody przyblizone w analizie osrodkow ciggtych
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Konstrukcje odksztatcalne mogg by¢ badane:

-  metodami doswiadczalnymi (koszt i czasochtonnosc)

- metodami teoretycznymi:
* analitycznymi (tylko proste modele)

* numerycznymi (metody przyblizone) — MRS, MEB, MES

()

Metoda réZnic Metoda elementow Metoda elementow
skonczonych (MRS) brzegowych (MEB) skoiczonych (MES)
Réownania rozniczkowe Catkowe rownani Minimalizacja
czastkowe brzegowe funkcjonaku
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W metodach przyblizonych problem poszukiwania nieznanych funkcji
(np. opisujgcych pole przemieszczeri) zastepowany jest przez problem
poszukiwania skoriczonej liczby parametrow.




Zasada minimum catkowitej energii potencjalnej

Metoda elementdw skoriczonych w statyce konstrukcji przedstawiana jest zwykle

jako metoda przyblizona, wykorzystujgca twierdzenie o minimum catkowitej
energii potencjalnej uktadu odksztatcalnego.

Catkowita energia potencjalna uktadu odksztatcalnego:

_____________________________________________________

z ) —obszar,I' — brzeg, u; — wektor przemieszczenia,
0;j — tensor naprezenia , p; — obcigzenie powierzchniowe ,
x Y g;j — tensor odksztakcenia X; — sity masowe

Zasada minimum catkowitej energii potencjalnej méwi, ze:
Ze wszystkich geometrycznie dopuszczalnych postaci przemieszczen, ktéorym moze

podlega¢  ustr6j sprezysty, wystgpi ta, dla ktérej funkcjonat catkowitej energii
potencjalnej osiagnie warto$¢ minimalng. "7 TTTTTTTTTTTooTs .
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V- funkcjonat (poszukiwanej funkcji u(x) przypisuje liczbe)

Minimalizacja funkcjonatu jest zadaniem rachunku wariacyjnego




Przyktad 1: linia ugiecia belki
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Warunki brzegowe:

q(x)

w(x)

L

\4

wkx=0)=0

Rownanie rozniczkowe

Zasada minimum catkowitej energii potencjalnej

d? d*w lub

L L
V(iw) = %j E] (Ww")?%dx — j q()w(x) dx = min
0 0

Ww(x) — funkcja przyblizona

w(x) - nieznana funkeja Funkcja przyblizona (aproksymujgca):

{

wx) = ) a; gi(x)
i=1

Aproksymacija: parametryczna lub weztowa

globalna lub lokalna




Metoda Ritza

Wprowadzmy funkcje aproksymujaca:

W(x)=2,-g,(x)+a,-9,(x)+...+a,-g,(x)

(moze to byc szereg potegowy lub Fouriera)

Funkcja aproksymujgca jest kombinacjg liniowga nieznanych parametrow g,
i znanych funkcji geometrycznie dopuszczalnych g;(X)

Po podstawieniu tej funkcji do wyrazenia na catkowitg energie potencjalng
otrzymamy funkcje parametrow a, :

L
V= %-[o E] (W")?dx — jo q(x)W(x) dx

L

q

Teraz nalezy znalez¢ minimum funkcji:

N _o. N _p N _p
o, 0a, oa,

V =1f(a,a,,. a)

To jest uktad r-n
algebraicznych liniowych




Przyktad 2: belka wspornikowa

Po Rozwigz metodg Ritza belke wspornikowg
| uzywajac dang funkcje aproksymujaca:

W(x)=a, +a, -x+a,-x*+a, - x°

Warunki brzegowe: ~(X 0) 0 =P a1 O (X O) O - a2:

Aby funkcja spelniata warunki geometryczne:

W(x)=a,-x" +a, - X’ —>§W’(X)=2a3-x+3a x2—>v~\/”(x)=2a +6a, - X

Energia potencjalna; | Po podstawieniu funkcji aoroksvmulacel

:1JEJ w"(x)[* dx — _[po )dx _}V _[EJ W' ()] dx — Ipo )dx

V =E |(2a, +6a,x) dx— poj(a3x2+a4x3)dx

2

4aZ +24a,a,x +36a; X )dx— poj‘(a:gx2 +a4x3)dx i
0

\V} EJ

2

i 0
[




Przyktad 2: belka wspornikowa (c.d.)

2
0

Vv EJ_I[ (4a2 + 24a,a,x + 36222 )dx — poj(agx2 +a,x° )dx
0

I
EJ 2 2 2,3 1 3.1 4
V=5 (4a3x+12a3a4x +12a; X }O—po(gasx + 4 X )0

V =E—2~’(4a§l +12a,a,l° +12aj|3)— po(% a,l’ +%a4l4)

Warunek minimum funkc;ji:

,
a_v:O = N =& (8Ia3 +12I2a) 1pl°=0 _ 5 pol’
< oa, 0a, 3 T 24 EJ,
8V oV 1 Pol

=0 =p =E(121°a, + 241°a 14 = a, =—=5 =

\8a oa, 2( A ) 7 Py 4 12 EJ,

~ p Pol /3

Ostateczna funkcja aproksymujaca: W(X) = % E(i]y — %ﬁ X




Przyktad 2: belka wspornikowa (c.d.)

2
Ostateczna funkcja aproksymujaca: ~( ):i Pl 2 1 Pl
WAX)= 2 EJ, X =1 EJ, X
Przyblizenie momentu gnacego:
1 — (v v _5n[2_1n]l.
My =EJW'(x) = M (x)=3 pol® =3 pol - X
Przyblizenie sity tnacej:
— -~ -~ _ 1
T=EJ,W(x) = T(x)=-%p,
Rozwigzanie Sciste: 2
_ 6 Pol” 2 2 Pl 3, 1 Po
W(X)_ 24 EJ, X =1 EJ, X"+ EJ,
M, (x) =3 po(l —x)
g 2 pO




Przyktad 2: belka wspornikowa (c.d.)

Rozwigzanie przyblizone:

Rozwigzanie Sciste:

~(y)_ 5 Pol® 2 1 pol 3 2
A _ 5 2 _1
M (%) =25 Pol® =3 Pol - X M, (x) =3 po(l = x)°
=, -
T(X)——§ Pol T(x)=—py(l-x)
2
1_62 pol \A /MQ(X)
2% 5 2 // =
w(x) 12 Pol " M, (x) NE
6% - N 12 pO
11% \ W(X) \, Iz:
_é > X | \' "
|
W(l)=0.1252 w(l)=0.1252 K T(x) |
_ E 14 > X
ae1)-00822 | | w(in)=00842 /-
W(21)=0.0425" | | w(il)=0.0445" — 3 Pl [ < T
W(11)=0.0122" | | w(il)=00132" 1B
— Po 9




Przyktad 3: belka obustronnie utwierdzona

E]  W(X) Rozwigz metodg Ritza belke statycznie niewyznaczalng
7 A A c uzywajac dang funkcje aproksymujaca:
- 2
u P ul 7 W(x)= A-(l—cosTﬂxj
) "
g . — Ar? 271
W’(x)zz—ﬂA-smz—;ZX W'(x)= IZ A-Cos ==

Warunki brzegowe: W(x=0)=0 W(x=0)=0 W(x=1)=0 W(x=1)=0

Funkcja spetniata warunki geometryczne!

Catkowita energia potencjalna: Po podstawieniu funkcji aproksymujacej:
" ~n 2 -
=1 [EIW(x)Pdx—Pw(il) =V =3[EIF(x)Fdx—P-F(il)
| !
4 2mx | 2731
V=8 i dx—P-A. (l—cos "2 j
AU | )
4 |
v = E 16? A’ -jcoszz—ﬂxdx—ZP-A
2 | A I 10




Przyktad 3: belka obustronnie utwierdzona (c.d.)

L E w(X)
// A A ¢ W(x):A-(l—coszTﬂXj
.l P w7
4 I Catkowita energia potencjalna:
v:EJ 16? Az-jcoszz—ﬂxdx—ZP-A o A7 EJ
2 | 0 | V = A2-2P.A
Warunek minimum funkcji:
N g N 87°El PI3
—=0 =p A-2P=0 =P =
OA oA 1P Ar*E]

Funkcja przyblizona opisujaca lini¢ ugiecia:

Przyblizenie momentu gnacego:

3 ~ ~, Pl 2 71X
W(X): P4I 11— Cosz_ﬂx Mg(X) =EJ-W (X):—Z'COST
Ar"EJ | T
Przyblizenie sity tnacej:
— P 271X
T(X)=EJ-W"(x)=—-— sml—
7T

11




Przyktad 3: belka obustronnie utwierdzona (c.d.)

Rozwiazanie $ciste (metodg M-M):.

T(x)

1p

LAY
SR

M (X)=ﬂ—-COSI— T(x):——-sinl—

2 71X ~ P 271X

T

2p
W“""""““""""“““"V Ad“"“““"““"““"""hh_

_2p

_ pI3 3
=w(il)= PI” _ _0.005208 P
192 EJ EJ

12




Rozwigzanie zagadnienia analizy osrodkow ciggtych metoda przyblizona

rzeczywiste zjawisko —> RzZECZYWISTY WYNIK

prawa fizyki, wtasciwosci materiatowe,
geometria, warunki brzegowe

A 4

model matematyczny C|qgfy —> ROZWIAZANIE SCISLE MODELU MATEMATYCZNEGO

dyskretyzacja, aproksymacja

\ 4

Model dyskretny ———> ROZWIAZANIE DOKLADNE MODELU DYSKRETNEGO

Metoda przyblizona

realizacja obliczen

\4

Dyskretyzacja — wybor skoriczonej liczby
L WYNIK NUMERYCZNY parametrow,
Aproksymacja — sposob opisu za pomocg
z gory zatozonych prostych funkcji
zaleznych od poszukiwanych parametrow

13




Wybor modelu matematycznego

Deska

1D
belka T—'

2D
ptyta

3D
bryta

przyspieszenie ziemskie g (=)

‘ s gestosc p(%)

O — — / ya
a

-4 l T &/

B AR N N N N N N

obcigzenie ciggte: pgah( )
nT—Fﬁ'

B =

o N
ciSnienie: pgh (m—

—

-
—

-
—

-
—

-
——

-
——

.
—

—
—

-
———

-

ti!!!!!YYTYlVI

Zatozenia:
Witasnosci materiatu:
* jzotropowe,

* anizotropowe,

* |epkosprezyste,
Duze ugiecia
Warunki brzegowe
(kontakt)

Nie ma jednego
dobrego modelu!

Wiasciwy model zalezy od:

* celu analizy,

* wymagan stawianych
konstrukcji,

* Zqdanej doktadnosci
wynikow,

* dostepnosci danych
materiatowych,

* dostepnych narzedzi
obliczeniowych

14




Dyskretyzacja i aproksymacja na przyktadzie funkcji jednej zmiennej

dowolna funkcja: f(x) w przedziale <a,b >

dzielimy przedzial < a,b >nan réwnych podprzedziatéw o dtugoséci: h = (b — a)/n

funkcje ciggla f(x) reprezentuje zbior

f(>;)A (n + 1) wartosci: f(a + ih),i =0,1,2,n
f, . ,
:
f, / I
4 i
f _ — |
fo ] '\

Aproksymacja moze byc¢:
- stata (schodkowa),

- liniowa (tamana),
h ' h h h L . :
- funkcjami sklejanymi.

X~a X; X, X; =a+ih b X

15




Wptyw dyskretyzacji na jakos¢ rozwigzania

Model dyskretny
A

ROZWIAZANIE SCIStE MODELU MATEMATYCZNEGO

w
w
4
A
: ROZWIAZANIE MODELU DYSKRETNEGO
: : NDOF
-‘ ==

gestosc dyskretyzacji

16




Przedstawienie metod przyblizonych na przyktadzie r-nia Poissona

Rownanie Poissona opisuje wiele zjawisk o duzym znaczeniu w technice:
e Stacjonarny przeptyw ciepta, - TTToTTTomTTTToToTTooooes

> | 2 2 !

* Stacjonarny bezwirowy przeptyw niescisliwej i nielepkiej cieczy, ! g—{ E; T +f(x.x,)=0_

* Proste pola magnetyczne i elektryczne, i e !

* Rozktad naprezenia w przekroju preta skrecanego (TS) i =T, ser

aq i i gu)=a?‘_)—qo. xel,

= = A i dn !

U o u . .
—t —+ f(x,x,)=0 X

dx;  ox;

u(x) = ", ., X€ 1_\“ - Dirichleta naT'u

(X
g(x)= u(x) =¢, », xel_, -Neumannanalyq

q

X1
Gdzie Uo i o sg danymi funkcjami okreslonymi na odpowiednich czesciach brzegu.

W szczegdblnych przypadkach (prosta geometria i warunki brzegowe) zadanie ma swoje analityczne
rozwigzanie.




Metoda roznic skoinczonych (MRS)

MRS przybliza rozwigzanie rownania rozniczkowego za pomocg zastepowania
operatorow rézniczkowych operatorami réznicowymi:

Fa) i FEER = S0 @) = 1@

Im 2 —_—  |f(e)~ 5

Dyskretyzacja polega na zastgpieniu poszukiwanej funkcji przez zbior jej wartosci w weztach siatki

(regularnej lub nieregularnej).

Wartosci pochodnych w punkcie zastepowane sg za pomocg przyrostéw (réznic) funkcji w sasiadujgcych weztach.

Rownania rozniczkowe zastepowane sg przez rownania algebraiczne tzw. rdwnania réznicowe

Otrzymujemy uktad réwnan algebraicznych z niewiadomymi bedgcymi wartosciami funkcji w weztach.

y A Dla siatki prostokatnej:  x; = x, +ih.
w, e =u(x;, ;)
h h Ve =V, +tg,
Mozna przyjac rézne schematy réznicowe:
U g+ .
w | 1) ﬁ - ﬂ _ Mg — Uig lloraz réznicowy przedni
Ui1k u,, Uitk 3§ a) 3 A .
Y, Q : ; l v My g
Ui g1 g - _ _
J i F b) ﬁ —~ ﬂ =$ lloraz réznicowy tylny
, dy Ay g
y 4 c) ﬁ - ﬂ — Ui g — Ui lloraz réznicowy centralny
’ dv Ay 2g
—
KD xi X

18




Metoda roznic skoinczonych (MRS)

h h
Ui ey Roznice odpowiadajgce wyzszym pochodnym:
ik
i 5
Btk lu Hirlk ’u _ Au Mg ==l Tl g N
—— . ’ R ' 72 = dJ'.g; ,j._ T it + 00 ; —Au

Hie i B d‘: ax ! 5'{4 Ax? h

j ‘ — A M= 2y + it '

; igjl'l.'2 ﬁ'll gz

Za pomocg schematu roznlcowego mozemy wyrazi¢ rownanie rézniczkowe w dowolnym punkcie (Xi, Yj)
za pomocg rownanla algebraicznego w przypadku rownania Poissona:

1 1
3;1; ca);: Ff(x)=0 h_z(”nl..i AU = = —(u, g —2u,  +u, )+ f(x.p;,)=0.

. . Y , . , . v = My HUy  F U g U |
Dla siatki regularnej (h=q) i =0 (réwnanie Laplace’a) mamy: i.j 1

N weztow w obszarze £2, N rownan, N niewiadomych (kazde réwnanie odpowiada jednemu weztowi siatki)

a) 7/ 0 | A {u}={b}
i
e al"'{ 7 W przypadku nieregularnych ksztattéw brzegu:
/ h

' iy +Ou,
/ f hiig — Ou,
b) zaktadamy  u,=—'——= zamiast u=u,

] . I =————= zamiast u=uq
/ / h—06

7AR a) zaktadamy N
Interpolacja warunku brzegowego  ekstrapolacja warunku brzegowego 19
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Przyktady siatek nieregularnych w MRS

S
b

Siatka kwadratowa

Siatka w uktadzie biegunowym

L]
e

Y I A S A S A

Siatka szeSciokatna

h
- 5 P |#_A—-;;.|
.-""'l /!/.-' I I /fé [I

=

o
R gl
A

uE
7 7

-
-~

RS

Siatka prostopadtoscienna

20




Metoda elementdw brzegowych (MEB)

Dla punktu Zrédtowego mozna przedstawic brzegowe rownanie catkowe, ktdore stanowi sformutowanie rwnowazne
dla zagadnienia Poissona:

(@) =[ux)q €. 5)drx) —j%f{«f T)ATE)+ [ f(x)u’ €. )dR()
T r on 0
Funkcje u* i g* zalezg od potozenia dwdch punktéw: & - punkt zrédtowy, X - punkt obserwacyjny

c(g?] - Wspodtczynnik réwny % na gtadkim konturze lub 1 wewnatrz obszaru Q2
%, [} -

Rozwigzanie fundamentalne (znane w teorii r-n catkowych):

ff,‘:{‘f-l_'}:th[lw- }‘ZJ(J'1—§1]2+'I:.T2—§2]J : Q

2r \r)

Funkcja g* okreslona jest przez pochodna kierunkowa u*:

ez ou'(E.T)
£ ..T]=_—.
75, n I,

Dokonujac rézniczkowania, otrzymujemy:

. ou du” o=+ -

I;!' = '.i"Il+ 'ﬂ:. I;!' 3 "
dx, dx, 2y dr  x,—& 1
ax; r o

Gdzie:r; = x; — & ,i=1,2, n = nq, n, jest jednostkowym wektorem zewnetrznym, normalnym do brzegu I'

Brzegowe rownanie catkowe wigze ze sobg niezalezng funkcje u(x) i jej pochodng normalng q(x) = ag_gc) na brzegu I'.

21




Metoda elementdw brzegowych (MEB)

1. Brzeg dzielimy na LE elementéw

2. Na kazdym elemencie brzegowym aproksymujemy funkcje u(x) i q(x)

(mp.: u(P;) i q(P;) state na elementach brzegowych) x A

3. Przeksztatcamy rownanie catkowe dla kazdego wezta &
w algebraiczne rownanie liniowe

IE | IE | .

%u[’_}jj = ZJ u'(B,%)q(P)drl, —Z J q (B.¥)u(P)dT, +J f(X)u"(P.X)dR
= J=lr, i=lr, Q

1=12..LF

po numerycznym scatkowaniu dla kazdego punktu weztowego

1 LE . - IE . . - . _ .
EH(E) :Z["!J -qLP}}—ZQ& ‘u(P)+ f,. i=1L2.LE.f =jf(:r}u (P, x)dC(x)
J=1 J=1 0
LE liniowych réwnan z niewiadomymi: u(P,-) (jesli punkt P; € T'g) lub q(P;) (jesli P; € T,)

—{u [ ]{g} [Q“]{u}+{f}.

Ostatecznie: [4]{y}=1?}

Rozwigzanie {y} przedstawia poszukiwane warto$ci brzegowe u i g.
Macierz A — petna i niesymetryczna

4. Rozwigzanie daje petng informacije o funkcji u(x) i jej pochodnej g(x) na brzegu

22




Metoda elementdw skonczonych (MES)

Réwnowazne (dla zadania Poissona) zadanie minimalizacji funkcjonatu

I(nj=1j

) 2, 2

du 1 [ du 1

— |+ — | =2Ff(x,.x)u [dQ— dl’.
En“ o o, S 1:[%”

b A b, A
Gdzie funkcja u spetnia warunek Dirichleta:

u(x) =u,, xel,
1. Dyskretyzacja obszaru rozwigzania Q
na elementy Qi, i= 1,LE potgczone w weztach

LE
Q:UQE i Qif‘ﬂjzﬂ i#J,
2. Aproksymacja funkcji u(x) w elemencie skoiczonym za
pomoca funkcji ksztattu i nieznanych parametrow weztowych u;
LWE

1(x),x,) = Z N; (3, x0 )1,
i=1

LWE — liczba weztdw w elemencie
u; , i=1,....,LWE — wartosci weztowe poszukiwanej funkcji
N;(x1, x,) — funkcje ksztattu

3. Postac dyskretna funkcjonatu

fe N2 g 2 :

du} [ ou 1 =

— | + =2 f (o, xy)u €2, — qoudl,
i Ldx ) ox, ) Z 1'"' !

[

Xa

A

nodes

elements

domain 0

; §
"”/\g/ bod
W contour T
Aoy

LY

X4

Aproksymacja funkgcji

_~ u(x,y) wewnatrz
" elementu Q,

23




Metoda elementdw skonczonych (MES)

Wewnatrz kazdego elementu mamy: oy LUE ax
a_"['l_ i=l a‘l.
du 5 dN,

Zdh o

W ten sposoéb zastepujemy funkcjonat | za pomocg funkcji wielu zmiennych u; , i=1,2,....,LW ,
gdzie LW oznacza liczbe weztéw. W postaci macierzowej funkcja ta ma postac:

ox;

by Ry ky o by iy b
ky  kyn Ry iy by
I(u]a%LH-_,.!.':,u3,.._.nLTJ by ks Al g »—LIE11I{]_I{3I.._,HI“-J* b, ¢ W
i A A
Fym g ow ||| vw by m
- - A
i Y
==—LHJ[K]{H} LHJ{EJ
LR =LIF LHa =L  LEa]
Warunkiem koniecznym minimum tej funkcji jest zerowanie sie wszystkich
pochodnych czgstkowych: ol
8—=D. i=1...LW.
1;

[K]{“} = {b} , (+ Dirichlet b.c.)

Uktad rownan algebraicznych liniowych z nieznanymi wartosciami weztowymi poszukiwanej funkcji 24




Przyktad 4: Stacjonarny przeptyw ciepta w rurze

Stalowa gruboscienna rura ma temperature wewnetrzng T,,=100°C a temperature zewnetrzng T,=20°C.
Promien wewnetrzny rury a=30mm, zewnetrzny b=40mm. Obliczy¢ rozktad temperatury.

Dane: A=50W/mK.

.

Model MES:

Rownanie Laplace’a:

VT =0

——>

T(X) =1, xeT,
a)=ED g, xer,
Rozktad temperatury:
= | FEEANSYS

9@ = 0]

T(%) = 100°C

E_X

Przeplyw stacjonamy ciepla w rurze

ANSYS 55.5556
7B 21 2024 £4.4444

PLOT NO. 1
73.3333
82.2222|
91.1111

100

7 ciepla w rurze

Rozwigzanie analityczne:
T(r) =Ty 111 |n(£j

(o)

20

| (x10%%=2)

25
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Ogodlny schemat postepowania przy obliczeniach:

Metoda Roznic skonczonych

Metoda elementow brzegowych

Metoda elementow skonczonych

Rownania rézniczkowe czastkowe

Catkowe rownania brzegowe

v

v

Problem minimalizacji funkcjonatu

v

Budowa siatki weziow i przyjecie
wybranych schematéw
réznicowych

Podziat brzegu na segmenty
(elementy brzegowe)

na elementach (funkcji ksztattu)
W niektdrych przypadkach pomocnicza

dyskretyzacja obszaru

i zalozenie odpow. funkcji aproksym.

Podzial obszaru na mate podobszary
(elementy skonczone)
i przyjecie odpowiednich funkcji
aproksymujacych na elementach
(funkcji ksztattu)

‘ :*:: y
....... RRRY l.
Y Yy ;
.,\y) - R ek
,,,,,,, N ll_I 4 'I|

v Ivl \ 4

Zastgpienie rownan rézniczkowych
przez réwnania réznicowe dla
kolejnych weztéw obszaru.
Formowanie uktadu rownan liniowych

Budowa dyskretnej reprezentacji
rownania catkowego
dla kolejnych weztow brzegu.
Formowanie uktadu réwnan liniowych

Budowa macierzy sztywnosci
kolejnych elementow.
Formowanie uktadu réwnan liniowych

.

v

Modyfikacja uktadu réwnan —
wprowadzenie warunkow brzegowych

Modyfikacja uktadu rownan —
wprowadzenie warunkow brzegowych

-

v

Modyfikacja uktadu réwnan —
wprowadzenie warunkow brzegowych

v

Rozwigzanie uktadu rownan liniowych
(macierz rzadka, pasmowa, zwykle
svmetrvczna)

Rozwigzanie ukfadu réwnan liniowych
(macierz petna, niesymetryczna)

Rozwigzanie uktadu rownan liniowych
(macierz rzadka, pasmowa, zwykle
svmeirvczna)

v

v

Obliczenia uzupetniajace, np.
pochodnych poszukiwanych funkcji w
weztach

Obliczenia uzupetniajace, np.
poszukiwanych funkcji i ich
pochodnych w wybr. punkt. obszaru

Obliczenia uzupetniajgce, np.
funkcji i jej pochodnych funkcji wewnatrz
elementdw skonczonych
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MES jako metoda przyblizona

Metoda elementéw skonczonych (MES) jest metodg przyblizong, ktdra
mozna wykorzysta¢ jako procedure numeryczng do rozwigzywania
problemow fizycznych, w tym:

- mechaniki ciata statego,

- wymiany ciepfta,

- przeptywu cieczy,

- elektromagnetyzmu,

- zagadnienia podl sprzezonych

MES zostat opracowany w latach 50 XX wieku Celem wykiadu jest dostarczenie
w celu rozwigzywania probleméw dla podstawowej wiedzy i umiejetnosci
przemystu cywilnego i lotniczego. Metoda potrzebnych do  zrozumienia i
stata sie najpotezniejszym  narzedziem zastosowania MES do rozwigzywania
analitycznym, gitownie dzieki rozwojowi problemow brzegowych dla réwnan
komputerdw. rézniczkowych czgstkowych
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Modele MES w mechanice konstrukgcji

W metodzie elementow skoriczonych wyrdznia sie modele przemieszczeniowe,
naprezeniowe i mieszane, w zaleznosci od charakteru poszukiwanych niewiadomych.

Poszczegdlne modele metody elementow skonczonych:

Model Zasady wariacyjne Forma dyskretna
fizyczny ( funkcjonaty) Sfunkcjonatu
Rownania Liczba funkcji
rozniczkowe Dyskretyzacja poszukiwanych
‘ (podzial na podobszary) l
Metoda residuow MODELE
wazonych MES
Dyskretne form
# T formyl ¥ Galerkina,
Formy catkowe : _
4 Ritza-Galerkina,__|
catkowe : przemieszczeniowe,
Funkcje ..
. |——|naprezeniowe,
aproksymujqce miessane
dostosowane, |
Funkcje hybrydowe,
wagowe niedostosowane




Elementy rachunku macierzowego

Przedstawione ponizej informacje stanowig krétkie przypomnienie elementéw rachunku
macierzowego niezbedne dla zrozumienia podstaw metody elementdw skonczonych.

Macierza prostokatna [a, ] o wymiarach mXn nazywamy funkcje, ktéra kazdej
uporzadkowanej parze zmiennych naturalnych (,k), i=12,...m, k=12,...n

przyporzadkowuje liczbe rzeczywista a,. Macierz zapisuyjemy w postact tablicy

prostokatne] majace) m wierszy 1 n kolumn:

a a a e a
11 12 13 1n
a a a eoa
— —| 21 22 23 2n
[4]=[a, |=| > 2 B % (D.1)
Hrxn
a a a v a
| ml m2 m3 mn _

W przypadku, gdy m =n macierz nazywamy kwadratowa.

Macierza diagonalna nazywamy macierz kwadratowa, w ktorej wszystkie elementy poza
lezacymi na glownej przekatnej (diagonali) sg rowne zeru (a; =0,i# j).

Macierz | 4] nazywaé bedziemy wektorem-kolumna i oznaczaé {4} ={a,} i=1,2,...,m.

mxl1

Macierz | 4] nazywaé bedziemy wektorem-wierszem i oznaczaé |_A_' = |_af_| i=1,2,..,n.

Ixn
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Elementy rachunku macierzowego

Macierza pasmowa nazywamy macierz kwadratowa, ktorej wszystkie niezerowe
elementy leza na przekatne; gtldwnej (diagonali) 1 w &£ rownoleglych do diagonali liniach
z kazdej strony (a;, =0 jesh ‘r’ —j| > k). (2k +1) — szerokoscia pasma macierzy [A]

Macierza jednostkowa o wymiarze n

nazywamy macierz diagonalng

[A] = \ o jednostkowych elementach niezerowych

[11=[0;1=

o o o =
o o = O
o = O O
- o o O

o0,=lgdyi=k,o0,=0,gdvi#k.

: . . T
Macierzg transponowana macierzy [A4]=[aj};] nazywamy macierz [4] =[a;; ] powstala

TR FAm

. . . . . , ;o T . T
przez przestawienie wierszy 1 kolumn. W szczegdlnosci mamy LqJ :{q} 1 {q} = LqJ .

. . .. T
Macierza symetryczng nazywamy macierz kwadratowa, dla ktorej [4]" =[4] (a, =ay,).
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Podstawowe dziatania na macierzach

Suma macierzy | 4| =[a,] i [B|=[b, ] nazywamy macierz [C|=[a, +b,].

mxn

1> mxn

Operacja dodawania macierzy wymaga zgodnosci wymiarow macierzy sktadowych.

lloczynem macierzy [A|=[a;]| przez liczbe rzeczywista A nazywamy macierz |B] =[Aa ]

mxn

nxn

Iloczynem macierzy |A4|=[a, ] przez macierz [B]:[bfk]nazywamy macierz [C]=[c;]

mxn nxp mxp

i=1,2,....m,

taka, ze: c, =) a.b, : (D.3)
f ; 7 k=12,....p.

Mnozenie macierzy jest mozliwe jedynie w przypadku, gdy liczba kolumn pierwsze)
macierzy jest rowna liczbie wierszy drugiej] macierzy.
Mnozenie macierzy nie jest przemienne ([A][B]#[B][4]).
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Mnozenie macierzy schematem Falka

H
b
_ _ 11
Cir = Z a:jbjk =ayby +a,by +...+a,b,
J=l1
_bnl
a4 Ay 1
ay

S R I

_aml T e Ay, i _C!ﬂl

Wybrane wlasnosci dzialan na macierzach
L [A]-(IBI[C]) = ([4]-[B)-[C]

2. o A]-[B]=(al4])-[B]=[4]-(B])
3. (I41[B]) =[BITAY

mp
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Wyznacznik macierzy

Wyznacznikiem macierzy kwadratowe; [4] =[a,] nazywamy liczb¢ rzeczywistg
X

det[ A], ktora zdefiniowana jest przez zwiazki
1) dlan=1 det|4]=a,

1x1

2) dlan=2 det[4]|=aq, a,—a, a, (D.7)

22
3) dla n =3 wyznacznik obliczy¢ mozna wybierajac dowolny wiersz r
1 stosowac tzw. rozwini¢cle Laplace'a
det| 4| =a, 0, +a,,0, + +a,0, =) a0, (D.8)

a_. nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a_ macierzy [A] 1

obliczamy wg wzoru

o, = (~1)* det| M, (D.9)
gdzie [M,] jest podmacierzg macierzy [A] powstalg przez wykreslenie
r-tego wiersza 1 j-te] kolumny macierzy [A4].

W szczegolnoscl dla » =3 otrzymamy wybiterajge » =1

det[A]=ay, (a5, a33 - Ayy *a3,) —ay, (Ayy - A3 — Ayy - a3y) T a3 (ay, A3y — Ay, - Ay)

Macierz, ktore] wyznacznik jest rowny zeru nazywamy macierzg osobliwg.
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Elementy rachunku macierzowego

Rzedem macierzy 4 nazywamy najwickszy wymiar podmacierzy kwadratowe) powstalej
przez wykreslente czese1r wierszy 1 kolumn, dla ktérej wyznacznik jest réozny od zera.
Rz¢dem macierzy nieosobliwe) o wymiarze » jest wige n. Rzad macierzy osobliwe) jest
mniejszy niZ jego wymiar.

Wybrane wlasnosc1 wyznacznika:

1. Jezeli jakiekolwiek dwa wiersze (kolumny) sa liniowo zalezne (daja si¢

przedstawi¢ w postact liniowe; kombinacji pozostalych) to wartose
wyznacznika jest rGwna zeru.

2. det[A]=det[ 4] .

3. Wyznacznik macierzy diagonalne; jest rowny iloczynowi je; elementow

diagonalnych.

4. det([4]-[B]) = det[ 4] det[B].
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Macierz odwrotna. Uktad réwnan liniowych

; . ; . ; . -1 .
Macierzg odwrotng nieosobliwej macierzy | 4| nazywamy macierz [A]" taka. Ze

[A]-[AT =[4T (4] =[11=[6,].

Istnieje dokladnie jedna macierz odwrotna macierzy nieosobliwe;

A" =[]

det 4
gdzie a, sg dopelnieniami algebraicznymi elementow a, macierzy [A].

Uklad m rownan lintowych z » niewiadomymi

> ax =b (i=12,--.m)
J=1

zapisaC mozna w postaci macierzowej

[4]{x} ={?]

mxn mxl ]
Uklad nazywamy sprzecznym, gdy nie posiada zadnego rozwigzania, oznaczonym - gdy
posiada dokladnie jedno rozwigzanie, albo nieoznaczonym, gdy posiada nieskonczenie
wiele rozwiazan.
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PRZYKLEAD 1

S R

Niech [;ﬂ =

N
@)

Wedlug schematu Falka:

5
ezyli [C]=[A4]-[A4] =] 11
17

Przyktady

. Obliczmy [ 4]- [A]T .

1
2
(1 2] 5
3 11
5 6|17
11 17]
25 391
39 61

11
25
39
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Przyktady

PRZYKLAD 3
2 1 1

Niech [A]=|1 1 0. Wyzaczyc [A]_l.
0 0 1

Wyznaczamy najpierw wartos¢ wyznacznika:
det[A]=2-(-1)"-(1-1-0-0)+1-(-1)*-1-1-0-0)+1-(-=D*-1-0-1-0)=2—1=1
det[A]=1.

Oznacza to, ze 1stnieje macierz odwrotna. Macierz dopelnien algebraicznych jest w tym przypadku réwna:

1 -1 0
[e,]=| -1 2 0]
Stad [A] = — le, | b
det[ A] SR
[A]'=|-1 2 1
0 0 1
Sprawdzamy:
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Przyktady

sposob zapisu lokalnego wektora parametrow wezfowych

wektor — kolumna wektor — wiersz
(U1

Wy lgle = Uy, v, We, oo, Uy, U, W, |6
. 1Xn,
{q}e =9 ‘¢

ng X 1 un
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