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Konstrukcje odkształcalne mogą być badane:
- metodami doświadczalnymi (koszt i czasochłonność)
- metodami teoretycznymi:
• analitycznymi (tylko proste modele)
• numerycznymi (metody przybliżone) – MRS, MEB, MES
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Metody przybliżone w analizie ośrodków ciągłych

W metodach przybliżonych problem poszukiwania nieznanych funkcji
(np. opisujących pole przemieszczeń) zastępowany jest przez problem
poszukiwania skończonej liczby parametrów.
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Zasada minimum całkowitej energii potencjalnej

Zasada minimum całkowitej energii potencjalnej mówi, że:
Ze wszystkich geometrycznie dopuszczalnych postaci przemieszczeń, którym może
podlegać ustrój sprężysty, wystąpi ta, dla której funkcjonał całkowitej energii
potencjalnej osiągnie wartość minimalną.

𝑉 = 𝑈 − 𝑊 = min !

Metoda elementów skończonych w statyce konstrukcji przedstawiana jest zwykle 
jako metoda przybliżona, wykorzystująca twierdzenie o minimum całkowitej 
energii potencjalnej układu odkształcalnego.

Całkowita energia potencjalna układu odkształcalnego:

𝛺 − 𝑜𝑏𝑠𝑧𝑎𝑟 , 𝛤 − 𝑏𝑟𝑧𝑒𝑔 ,
𝜎𝑖𝑗 − 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 𝑛𝑎𝑝𝑟ęż𝑒𝑛𝑖𝑎 ,

ε𝑖𝑗 − 𝑡𝑒𝑛𝑠𝑜𝑟 𝑜𝑑𝑘𝑠𝑧𝑡𝑎ł𝑐𝑒𝑛𝑖𝑎

p

X

x y

z

𝑉 = 𝑈 − 𝑊 =
1

2
׬ 𝜎𝑖𝑗ε𝑖𝑗d𝛺 − ׬ 𝑋𝑖u𝑖d𝛺 − ׬ 𝑝𝑖u𝑖d𝛤
𝛺 𝛺 𝛤

V – funkcjonał (poszukiwanej funkcji u( ҧ𝑥) przypisuje liczbę)

Minimalizacja funkcjonału jest zadaniem rachunku wariacyjnego

u𝑖 − 𝑤𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 𝑝𝑟𝑧𝑒𝑚𝑖𝑒𝑠𝑧𝑐𝑧𝑒𝑛𝑖𝑎 ,
𝑝𝑖 − 𝑜𝑏𝑐𝑖ąż𝑒𝑛𝑖𝑒 𝑝𝑜𝑤𝑖𝑒𝑟𝑧𝑐ℎ𝑛𝑖𝑜𝑤𝑒 ,
𝑋𝑖 − 𝑠𝑖ł𝑦 𝑚𝑎𝑠𝑜𝑤𝑒
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Przykład 1: linia ugięcia belki

Warunki brzegowe: 𝑤 𝑥 = 0 = 0 𝑑𝑤

𝑑𝑥
𝑥 = 0 = 0

𝑤 𝑥 = 𝐿 = 0

Równanie różniczkowe

𝑑2

𝑑𝑥2
𝐸𝐽

𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
= 𝑞 𝑥 𝑉 𝑤 =

1

2
න

0

𝐿

𝐸𝐽 𝑤" 2𝑑𝑥 − න
0

𝐿

𝑞 𝑥 𝑤 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑚𝑖𝑛

Zasada minimum całkowitej energii potencjalnej

lub

q(x)

x

L

dx
EJ

𝑤 𝑥

x

𝑤 𝑥 - nieznana funkcja෥𝑤 𝑥 − 𝑓unkcja przybliżona

dx T+dT
T

q(x)

M M+dM

𝑞 =
𝑑𝑇

𝑑𝑥
𝑇 =

𝑑𝑀

𝑑𝑥

Aproksymacja:  parametryczna lub węzłowa

Funkcja przybliżona (aproksymująca):

෥𝑤 𝑥 = ෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖 𝑔𝑖 𝑥

globalna lub lokalna
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( ) ( ) ( ) ( )xgaxgaxgaxw nn +++= ...~
2211

( )naaafV ,...,, 21=

Wprowadźmy funkcję aproksymującą:

(może to być szereg potęgowy lub Fouriera)

Funkcja aproksymująca jest kombinacją liniową nieznanych parametrów ai

i znanych funkcji geometrycznie dopuszczalnych gi(x)

Po podstawieniu tej funkcji do wyrażenia na całkowitą energię potencjalną 
otrzymamy funkcję parametrów ai :

Teraz należy znaleźć minimum funkcji:

0...0;0
21

=
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
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
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
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V
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V
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V To jest układ r-ń 
algebraicznych liniowych

ia ( )xw~

Metoda Ritza

𝑉 =
1

2
න

0

𝐿

𝐸𝐽 ෥𝑤" 2𝑑𝑥 − න
0

𝐿

𝑞 𝑥 ෥𝑤 𝑥 𝑑𝑥
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p0

A B

EJy

l

x

w(x)
Rozwiąż metodą Ritza belkę wspornikową 

używając daną funkcję aproksymującą:

( ) 3

4

2

321
~ xaxaxaaxw +++=

Warunki brzegowe: ( ) 00~ ==xw ( ) 00~ == xw01 =a 02 =a

Aby funkcja spełniała warunki geometryczne:

( ) 3
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3
~ xaxaxw += ( ) 2
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43 62~

Energia potencjalna:
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Po podstawieniu funkcji aproksymującej:

Przykład 2: belka wspornikowa
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Warunek minimum funkcji:
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Przykład 2: belka wspornikowa (c.d.)
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( ) 3

12
12

24
5 0

2
0~ xxxw

yy EJ

lp

EJ

lp
−=Ostateczna funkcja aproksymująca:

( )xwEJM yg
= ~~

Przybliżenie momentu gnącego:

( ) xlplpxM g −= 02
12

012
5~

( )xwEJT y
= ~~

Przybliżenie siły tnącej:

( ) lpxT 02
1
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( ) 4

24
13

12
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6 00
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0 xxxxw
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p
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Rozwiązanie ścisłe:

( ) ( )202
1 xlpxM g −=

( ) ( )xlpxT −−= 0

Przykład 2: belka wspornikowa (c.d.)
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( ) 3
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Rozwiązanie przybliżone:
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Rozwiązanie ścisłe:
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Przykład 2: belka wspornikowa (c.d.)
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Rozwiąż metodą Ritza belkę statycznie niewyznaczalną 

używając daną funkcję aproksymującą:

( ) 







−=

l

x
Axw

2
cos1~P

A B

EJ
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Warunki brzegowe: ( ) 00~ ==xw ( ) 00~ == xw

Funkcja spełniała warunki geometryczne!

( ) 0~ == lxw ( ) 0~ == lxw
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l

x
A

l
xw

 2
sin

2~ = ( )
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x
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Całkowita energia potencjalna:
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x
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l
V

l

EJ 2
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0
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2
cos

4 

Po podstawieniu funkcji aproksymującej:

APdx
l

x
A

l

EJ
V

l

−=  2
2
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16

2
0

22

4

4 

w(x)

Przykład 3: belka obustronnie utwierdzona
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( ) 







−=
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2
cos1~

APdx
l

x
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Całkowita energia potencjalna:
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


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Warunek minimum funkcji:
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
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


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l

x

EJ
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



2
cos1

4

~
4
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Funkcja przybliżona opisująca linię ugięcia:

( )
l

xPl
xwEJxM g





2
cos~)(

~
2
==

Przybliżenie momentu gnącego:

( )
l

xP
xwEJxT





2
sin~)(

~
−==

Przybliżenie siły tnącej:

Przykład 3: belka obustronnie utwierdzona (c.d.)
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
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
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~
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2
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Rozwiązanie przybliżone (metodą Ritz’a):
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

)(
~

xM g
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1



Pl2

1


−

)(
~

xT

P

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P

2−
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EJ
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3

2
1 005133.0

2
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−
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
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Rozwiązanie ścisłe (metodą M-M):
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8
1−
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8
1 Pl

8
1

( )xMg

P
2
1−

P
2
1

( )xT

19% błędu

1.5% błędu

Przykład 3: belka obustronnie utwierdzona (c.d.)
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rzeczywiste zjawisko

model matematyczny ciągły

Model dyskretny

M
et

o
d

a
 p

rz
yb

liż
o

n
a

WYNIK NUMERYCZNY

prawa fizyki, właściwości materiałowe, 
geometria, warunki brzegowe

dyskretyzacja, aproksymacja

realizacja obliczeń

ROZWIĄZANIE ŚCISŁE MODELU MATEMATYCZNEGO

ROZWIĄZANIE DOKŁADNE MODELU DYSKRETNEGO

RZECZYWISTY WYNIK

Rozwiązanie zagadnienia analizy ośrodków ciągłych metodą przybliżoną

Dyskretyzacja – wybór skończonej liczby 
parametrów, 
Aproksymacja – sposób opisu za pomocą 
z góry założonych prostych funkcji 
zależnych od poszukiwanych parametrów
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Wybór modelu matematycznego

𝑎

ℎ

𝑥

𝑦
𝑧

gęstość  (
𝑘𝑔

𝑚3)
przyspieszenie ziemskie g (

𝑚

𝑠2)

Deska

𝑥

𝑧

3D
bryła

2D
płyta

1D
belka

siły masowe:  𝑔 (
𝑁

𝑚3)

ciśnienie: 𝑔ℎ (
𝑁

𝑚2)

obciążenie ciągłe: 𝑔𝑎ℎ (
𝑁

𝑚
)

Założenia:
Własności materiału:
• izotropowe,
• anizotropowe,
• lepkosprężyste,
Duże ugięcia
Warunki brzegowe
(kontakt)

Nie ma jednego 
dobrego modelu!

Właściwy model zależy od:
• celu analizy,
• wymagań stawianych 

konstrukcji,
• żądanej dokładności 

wyników,
• dostępności danych 

materiałowych,
• dostępnych narzędzi 

obliczeniowych

𝑙
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Dyskretyzacja i aproksymacja na przykładzie funkcji jednej zmiennej

dowolna funkcja: 𝒇 𝒙 w przedziale < a, b >

dzielimy przedział < a, b > na 𝒏 równych podprzedziałów o długości:  ℎ = 𝑏 − 𝑎 /𝑛

Aproksymacja może być:

- stała (schodkowa),
- liniowa (łamana),
- funkcjami sklejanymi.x

f(x)

x1 x2 bx =a

h

0 x  =a+ihi

h h h

f1

f2

f0

3f

f i

funkcję ciągłą 𝒇 𝒙 reprezentuje zbiór 
𝑛 + 1 wartości: 𝒇 𝒂 + 𝒊𝒉 , 𝑖 = 0, 1, 2, 𝑛
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Wpływ dyskretyzacji na jakość rozwiązania

gęstość dyskretyzacji

ROZWIĄZANIE  ŚCISŁE MODELU MATEMATYCZNEGO

ROZWIĄZANIE MODELU DYSKRETNEGO

Model dyskretny

NDOF
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Przedstawienie metod przybliżonych na przykładzie r-nia Poissona

Równanie Poissona opisuje wiele zjawisk o dużym znaczeniu w technice:
• Stacjonarny przepływ ciepła,
• Stacjonarny bezwirowy przepływ nieściśliwej i nielepkiej cieczy,
• Proste pola magnetyczne i elektryczne,
• Rozkład naprężenia w przekroju pręta skręcanego (TS)

Gdzie u0 i q0 są danymi funkcjami określonymi na odpowiednich częściach brzegu.
W szczególnych przypadkach (prosta geometria i warunki brzegowe) zadanie ma swoje analityczne 
rozwiązanie.

Rozważmy warunki brzegowe:

- Dirichleta na u

- Neumanna na q
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Metoda różnic skończonych (MRS)

MRS przybliża rozwiązanie równania różniczkowego za pomocą zastępowania  
operatorów różniczkowych operatorami różnicowymi:

Dyskretyzacja polega na zastąpieniu poszukiwanej funkcji przez zbiór jej wartości w węzłach siatki 
(regularnej lub nieregularnej).

Wartości pochodnych w punkcie zastępowane są za pomocą przyrostów (różnic) funkcji w sąsiadujących węzłach.

Równania różniczkowe zastępowane są przez równania algebraiczne  tzw. równania różnicowe

Otrzymujemy układ równań algebraicznych z niewiadomymi będącymi wartościami funkcji w węzłach. 

Dla siatki prostokątnej:

Można przyjąć różne schematy różnicowe:

Iloraz różnicowy przedni

Iloraz różnicowy tylny

Iloraz różnicowy centralny
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Metoda różnic skończonych (MRS)

Różnice odpowiadające wyższym pochodnym:

Za pomocą schematu różnicowego możemy wyrazić równanie różniczkowe w dowolnym punkcie (xi, yj)

za pomocą równania algebraicznego w przypadku równania Poissona:

Dla siatki regularnej (h=g) i  f=0 (równanie Laplace’a) mamy:

N węzłów w obszarze  , N równań, N niewiadomych (każde równanie odpowiada jednemu węzłowi siatki)

W przypadku nieregularnych kształtów brzegu:

a) zakładamy

b) zakładamy 

zamiast

zamiast

Interpolacja warunku brzegowego ekstrapolacja warunku brzegowego
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Przykłady siatek nieregularnych w MRS

Siatka kwadratowa Siatka trójkątna Siatka sześciokątna

Siatka w układzie biegunowym Siatka prostopadłościenna
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Metoda elementów brzegowych (MEB)

Dla punktu źródłowego można przedstawić brzegowe równanie całkowe, które stanowi sformułowanie równoważne 
dla zagadnienia Poissona:

Funkcje u* i q* zależą od położenia dwóch punktów:    ഥ - punkt źródłowy, ഥ𝑥 - punkt obserwacyjny

Współczynnik równy ½ na gładkim konturze lub 1 wewnątrz obszaru 

Rozwiązanie fundamentalne (znane w teorii r-ń całkowych): 

Funkcja q* określona jest przez pochodną kierunkową u*:

Dokonując różniczkowania, otrzymujemy:

Gdzie: 𝑟𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝜉𝑖 , i = 1,2, ത𝑛 = 𝑛1, 𝑛2 jest jednostkowym wektorem zewnętrznym, normalnym do brzegu 

Brzegowe równanie całkowe wiąże ze sobą niezależną funkcję u ҧ𝑥 i jej pochodną normalną 𝑞 ҧ𝑥 = 𝜕𝑢 ഥ𝑥

𝜕ഥ𝑛
na brzegu Γ.
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Metoda elementów brzegowych (MEB)

1. Brzeg dzielimy na LE elementów

2. Na każdym elemencie brzegowym aproksymujemy funkcje u ҧ𝑥 i 𝑞 ҧ𝑥

(𝑛𝑝. : 𝑢 𝑃𝑖 i 𝑞 𝑃𝑖 stałe na elementach brzegowych) 

3. Przekształcamy równanie całkowe dla każdego węzła ത
w algebraiczne równanie liniowe

𝑝𝑜 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑦𝑐𝑧𝑛𝑦𝑚 𝑠𝑐𝑎ł𝑘𝑜𝑤𝑎𝑛𝑖𝑢 𝑑𝑙𝑎 𝑘𝑎ż𝑑𝑒𝑔𝑜 𝑝𝑢𝑛𝑘𝑡𝑢 𝑤ę𝑧ł𝑜𝑤𝑒𝑔𝑜

L𝐄 liniowych równań z niewiadomymi: 𝑢 𝑃𝑗 (jeśli punkt 𝑃𝑗 ∈ 𝑞) lub 𝑞 𝑃𝑖 (jeśli 𝑃𝑖 ∈ 𝑢)

Ostatecznie:

𝑅𝑜𝑧𝑤𝑖ą𝑧𝑎𝑛𝑖𝑒 𝑦 przedstawia poszukiwane wartości brzegowe u i q.
Macierz A – pełna i niesymetryczna

4. Rozwiązanie daje pełną informację o funkcji u ҧ𝑥 i jej pochodnej 𝑞 ҧ𝑥 na brzegu 
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Metoda elementów skończonych (MES)

Równoważne (dla zadania Poissona) zadanie minimalizacji funkcjonału

Gdzie funkcja u spełnia warunek Dirichleta:

1. Dyskretyzacja obszaru rozwiązania 
na elementy i , i= 1,LE połączone w węzłach

2. Aproksymacja funkcji u( ҧ𝑥) w elemencie skończonym za 
pomocą funkcji kształtu i nieznanych parametrów węzłowych 𝑢𝑖

LWE – liczba węzłów w elemencie
𝑢𝑖 , i=1,….,LWE – wartości węzłowe poszukiwanej funkcji
𝑁𝑖(𝑥1, 𝑥2) – funkcje kształtu

3. Postać dyskretna funkcjonału

Aproksymacja funkcji 
𝑢 𝑥, 𝑦 𝑤𝑒𝑤𝑛ą𝑡𝑟𝑧
𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢 𝑒
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Metoda elementów skończonych (MES)

Wewnątrz każdego elementu mamy:

W ten sposób zastępujemy funkcjonał I za pomocą funkcji wielu zmiennych 𝑢𝑖 , i=1,2,….,LW , 
gdzie LW oznacza liczbę węzłów. W postaci macierzowej funkcja ta ma postać:

Warunkiem koniecznym minimum tej funkcji jest zerowanie się wszystkich 
pochodnych cząstkowych:

Układ równań algebraicznych liniowych z nieznanymi wartościami węzłowymi poszukiwanej funkcji
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Przykład 4: Stacjonarny przepływ ciepła w rurze

Stalowa grubościenna rura ma temperaturę wewnętrzną Tw=100C a temperaturę zewnętrzną Tz=20C.
Promień wewnętrzny rury a=30mm, zewnętrzny b=40mm. Obliczyć rozkład temperatury.
Dane: λ=50W/mK.

( ) ln

ln

z w
w

T T r
T r T

b a

a

−  
= +  

   
 
 

a

b

Tz

Tw

∇2𝑇 = 0
Rozwiązanie analityczne:Równanie Laplace’a:

Model MES:

Rozkład temperatury:

𝑇 ҧ𝑥 = 100℃

𝑇 ҧ𝑥 = 20℃
𝑞 ҧ𝑥 = 0

𝑞 ҧ𝑥 = 0



26



27

MES jako metoda przybliżona

Metoda elementów skończonych (MES) jest metodą przybliżoną, którą
można wykorzystać jako procedurę numeryczną do rozwiązywania
problemów fizycznych, w tym:

- mechaniki ciała stałego,
- wymiany ciepła,
- przepływu cieczy,
- elektromagnetyzmu,
- zagadnienia pól sprzężonych
- …

MES został opracowany w latach 50 XX wieku
w celu rozwiązywania problemów dla
przemysłu cywilnego i lotniczego. Metoda
stała się najpotężniejszym narzędziem
analitycznym, głównie dzięki rozwojowi
komputerów.

Celem wykładu jest dostarczenie
podstawowej wiedzy i umiejętności
potrzebnych do zrozumienia i
zastosowania MES do rozwiązywania
problemów brzegowych dla równań
różniczkowych cząstkowych
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Modele MES w mechanice konstrukcji

W metodzie elementów skończonych wyróżnia się modele przemieszczeniowe,
naprężeniowe i mieszane, w zależności od charakteru poszukiwanych niewiadomych.
Poszczególne modele metody elementów skończonych:
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Elementy rachunku macierzowego

Przedstawione poniżej informacje stanowią krótkie przypomnienie elementów rachunku
macierzowego niezbędne dla zrozumienia podstaw metody elementów skończonych.
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Elementy rachunku macierzowego
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Podstawowe działania na macierzach
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Mnożenie macierzy schematem Falka
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Wyznacznik macierzy
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Elementy rachunku macierzowego
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Macierz odwrotna. Układ równań liniowych
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Przykłady
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Przykłady
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Przykłady

𝑞 𝑒 =

𝑢1
𝑣1

𝑤1

⋮
𝑢𝑛

𝑣𝑛

𝑤𝑛 𝑒

𝑛𝑒 × 1

sposób zapisu lokalnego wektora parametrów węzłowych

𝑞 𝑒 = 𝑢1, 𝑣1, 𝑤1, … , 𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑤𝑛, 𝑒
1 × 𝑛𝑒

𝑤𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 − 𝑘𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎 𝑤𝑒𝑘𝑡𝑜𝑟 − 𝑤𝑖𝑒𝑟𝑠𝑧
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